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Enoncés 1

Matrices et déterminants

Généralités sur les matrices

Exercice 1 [00700] [correction]
Soit A une matrice carrée de rang 1. Montrer qu’il existe A € K tel que A2 = \A.

Exercice 2 [00702] [correction]
Résoudre I’équation X2 = A ol

1 0 1
A= 0 4 2
0 0 16

Exercice 3 [00703] [correction]
a) Monter qu’une matrice A € M,,(K) est non inversible si, et seulement si, elle
est équivalente a une matrice nilpotente.
b) Soit f : M,,(K) — K une application vérifiant : f(O,,) =0, f(I,) =1 et pour
tout A, B € M,,(K),

f(AB) = f(A)f(B)
Montrer que A € M,,(K) est inversible si, et seulement si, f(A) # 0.

Exercice 4 [o00707] [correction]

o0
Soit S(z) = > ana™ le développement en série entiere de z +— /1 + .
n=0

N +oo
a) Pour N € N, on pose Sy = > anz” et Ry = ). apz™. Montrer que
n=0 n=N+1

(Sn(z))? — 1 — & est un polyndome dont la plus petite puissance de x est de degré
> N+1.

b) Soit A € M,,(C) nilpotente. Justifier ’existence d’une matrice B € M,,(C)
telle que B? = I + A.

Exercice 5 [00712] [correction]
Soit D = diag(as, ..., a,) € M,(K) et

p:MeM,(K)— DM - MD

a) Déterminer noyau et image de 'endomorphisme .
b) Préciser ces espaces quand D est a coefficients diagonaux distincts.

Exercice 6 Centrale MP [02390] [correction]

Soit n un entier > 2 et A un hyperplan de M,,(C) stable pour le produit matriciel.
a) On suppose que I,, ¢ A. Montrer, si M? € A, que M € A. En déduire que pour
tout ¢ € {1,...,n} que la matrice E;; est dans A. En déduire une absurdité.

b) On prend n = 2. Montrer que A est isomorphe a 1’algébre des matrices
triangulaires supérieures.

Exercice 7 Mines-Ponts MP [ 02687 | [correction]
Soient A, B € M,,(R) ot B est nilpotente et commute avec A. Montrer que A et
A + B sont simultanément inversibles.

Commutation de matrices

Exercice 8 [00697] [correction]
On suppose que A, B € M,,(K) commutent et que A est inversible.
Justifier que A~! et B commutent.

Exercice 9 [o00709 ] [correction]
a) Quelles sont les matrices de M,,(K) commutant avec toutes les matrices de
M, (K)?

b) Méme question aves les matrices commutant avec toutes celles de GL,, (K).

Exercice 10 Mines-Ponts MP [ 02689 ] [correction]
Soient n € N*| a,...,a, des complexes distincts, A = diag(ay, ...

C(A) = {M € M,(C),AM = MA}

, Q) et

Montrer que (A*)o<r<n—1 est une base de C(A).

Exercice 11 [03144] [correction)]
Soit n € N avec n > 2.
a) Montrer que

{A e M, (R)/VM € GL,(R), AM = MA} = {\I[,,/\ € R}
b) Soit A € M, (R). On suppose que
VM, N € My(K),A= MN = A= NM

Montrer qu’il existe A € R tel que A = A\,



[http://mp.cpgedupuydelome.fr] dD édité le 7 janvier 2011

Enoncés

Exercice 12 Centrale MP [o03164] [correction]

Soit T' € M,,(R) une matrice triangulaire supérieure.

Montrer que T commute avec sa transposée si, et seulement si, la matrice T est
diagonale.

Exercice 13 [o03166] [correction]
Soit n > 2. Déterminer les matrices de M,,(K) commutant avec toutes les
matrices symétriques.

Exercice 14 [o03167] [correction]
Soit n > 2. Déterminer les matrices de M,,(K) commutant avec toutes les
matrices antisymétriques.

Rang d’une matrice

Exercice 15 [oo7o01 ] [correction]

Soit A € M,,(K) une matrice carrée de rang 1.

a) Etablir l'existence de colonnes X,Y € M,, 1(K) vérifiant A = X'Y.
b) En déduire lexistence de A € K tel que A% = \A.

Exercice 16 [00698 ] [correction]
Soient A € M32(R) et B € Mg 3(R) telles que

1 0
AB=1| 0 1
0 0

o O O

a) Déterminer les rangs de A et B.
b) Calculer BA en observant (AB)? = AB.

Exercice 17 [00699 ] [correction]
Soient A € M32(R) et B € Ms 3(R) matrices de rang 2 vérifiant (AB)? = AB.
Montrer BA = I,.

Exercice 18 [02602] [correction]
Soit A € M,,(R) une matrice de rang r.
Déterminer la dimension de ’espace

(B e M,(R)/ABA = 0,}

Exercice 19 [o01602] [correction)]
Soient A, B € M, (K).
a) Justifier qu’il existe U,V € GL,,(K) tels que

rg(UA + BV) = min(n,rgA + rgB)
b) On suppose rgA + rgB > n. Montrer qu’il existe U, V € GL, (K) tels que

UA+ BV € GL,(R)

Exercice 20 [03134] [correction]
Soient A, B,C, D € M, (K).
a) On note ( A | B ) € My 2,(K) la matrice obtenue en accolant les colonnes de
B a droite de celles de A.
Montrer
rg( A| B )=rgA < U € M,(K),B=AU

A
b) On note | —— | € Ma, ,(K) la matrice obtenue en accolant les lignes de C' en

C
dessous de celles de A.
Montrer

rg <g> —rgd e 3V € Mo (K),C = VA

¢) En déduire

A B A B
w( oop)—raewvermm (o p)=(vh i)

Exercice 21 [o00710] [correction)]
Soit G un groupe multiplicatif formé d’éléments de M,,(R).
Montrer que les éléments de G ont tous le méme rang.
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Calculs par blocs

Exercice 22 [03264 ] [correction]
Soient A € M,,(K) et

0, A
B( . Oﬂ)eMgn(K)

a) Montrer que A est inversible si, et seulement si, B I'est.

b) Calculer B? pour tout p € N.

Exercice 23 [o01604 ] [correction]
Soient A € M,,(K), B € M,(K) et M la matrice

A O,
M= ( Opn B ) & My ()

Etablir
rgM =rgA +rgB

Exercice 24 [01649 ] [correction]
Soient B € M,, ,(K) et C € M, (K).

Montrer
I, B )
rg =n—+rgC
( Opn C

Exercice 25 [02335] [correction]
Soient A € M, (K), B € M,(K), C € M,, ,(K) et

A C
M= ( Op,n B ) € Mn+P(K)
On suppose B inversible. Etablir
reM =p&s A=0,

Exercice 26 [o3101 ] [correction]
Soient A € GL,(R), B € M, 4(R), C € My(R) et

A B
M = ( Oyp C ) € Mpiq(R)

Déterminer le rang de M en fonction de celui de C.

Exercice 27 [o00747] [correction]
Soit M € M,,(K) une matrice de rang r décomposée par blocs sous la forme

w2 )

avec A € M, (K) supposée inversible.
a) Montrer que pour toute colonne ¥ € M,,_,.;(K) il existe une colonne

X € M, 1(K) telle que
M =M
Y On—r

b) En déduire que D = CA~!B.

Exercice 28 [03137] [correction)]
Soient A, B,C,D € M, (K) et

M<é g>eM2n(K)

On suppose que les matrices A, D et M sont inversibles.
Exprimer M 1.

Représentations matricielles

Exercice 29 [o00714] [correction]

Soient A = (ai;j)1¢; icpi1 € Mn+1(R) avec a;; = (j 1) et v € L(R, [X])
XS =< Z j—

canoniquement représenté par A.

a) Exprimer ¢(P) pour tout P € R,, [X].
b) Calculer A™ pour tout m € N.

c) Calculer A~

Exercice 30 [o00715] [correction)]

Soient a € C* et f: C — C définie par f(z) = z + aZ.

Former la matrice de I’endomorphisme f du R-espace vectoriel C dans la base
(1,1).

Déterminer image et noyau de f.
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Exercice 31 [oo0717] [correction]
Soit E un K-espace vectoriel de dimension 3 muni d’une base B = (eq, €2, e3).
Soit f € L(E) dont la matrice dans la base B est

0 1 1
A= 0 1 0
-1 1 2
On pose €1 = e +e3,e2 =€e1 + e et €63 =e1 +e3 + e3.
a) Montrer que B’ = (€1, e2,¢3) forme une base de E et déterminer la matrice de
f dans B'.
b) Calculer A™.

Exercice 32 [oo718] [correction]
Soit E un K-espace vectoriel de dimension 3 muni d’une base B = (e, e, €3).
Soit f € L(E) dont la matrice dans la base B est

0 21
A= -1 2 1
0 11

On pose €1 =e; +e3,9 =e1 +eg et g3 =e1 + €3 + e3.

a) Montrer que B’ = (€1, e2,e3) forme une base de F et déterminer la matrice de
f dans B'.

b) Calculer A™.

Exercice 33 Centrale MP [ 02380 ] [correction]
Quels sont les f € L(R™) telles que f(Z™) = Z".

Exercice 34 Mines-Ponts MP [ 02679 ] [correction]
Soit f,g € L(R?) tel que f2=g*=0cet fog=go f. Calculer fog.

Exercice 35 Mines-Ponts MP [ 02688 ] [correction]
Soit w une racine primitive néme de 1. On pose

F,(P) = % ni P(w)Xx*
k=0

pour tout P € C,,_1 [X].
Montrer que F,, est un automorphisme de C,_; [X] et exprimer son inverse.

Exercice 36 Centrale MP [ 03060 ] [correction)]

Soient n, p et ¢ trois naturels non nuls et deux applications linéaires u € L(R?,R?)
et v € L(RP,R™).

a) Démontrer qu’il existe une application linéaire w € L(R™,R?) telle que

u = w o v si, et seulement si, on a I'inclusion des noyaux

ker(v) C ker(u)

Dans ce cas, déterminer toutes les applications w qui conviennent.
b) Pour résoudre cette question, on utilisera un logiciel de calcul formel.
Soient A et B les matrices de M3(R) suivantes :

-2 1 1 1 2 -1
A= 8 1 =5 et B = 2 -1 -1
4 3 -3 -5 0 3

Existe-t-il une matrice C € M3(R) telle que A = CB?

Déterminer toutes les matrices C' solutions.

c¢) Pour la matrice B donnée dans la question précédente, caractériser par leurs
colonnes les matrices A € M3(R) pour lesquelles il existe C' € M3(R) telle que
A=CB.

Déterminer dans ce cas I’ensemble des solutions C.

d) Soient trois applications linéaires v € L(RP,R?) et v1,v2 € L(RP,R™).
Démontrer qu’il existe deux applications linéaires wq, ws € L(R™,RY) telles que
U = wy 0 V1 + ws 0 vy si, et seulement si,

ker v; Nker vy C keru

Matrices semblables

Exercice 37 [o00719] [correction)]
Soient E un K-espace vectoriel de dimension n € N* et f € L(E) tel que f* =0
et fP1#£0.

Montrer qu’il existe une base B de E pour laquelle :

0 1 0

Matgs(f) =
1
0 0
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Exercice 38 [o00720] [correction] Exercice 43 [o00725] [correction]
Soit f € L(E) tel que f? = 0. Soit A € M3(R) non nulle vérifiant

I,
0 . A3:_A

Montrer que A est semblable & la matrice

oo

Montrer qu’il existe une base B telle que la matrice de f dans B soit <

Exercice 39 [oo721 ] [correction] 0 0 O
Soit A € M3(R) vérifiant A2 =0 et A # 0. 0 0 -1
Etablir que A est semblable a 01 0
0 00
B={1 00 Exercice 44 [ 00726 ] [correction]
0 0 0 Soit M € My4(R) telle que M2 + I = 0.
Montrer que M est semblable a la matrice
Exercice 40 [00722] [correction] 0 -100
Soit A € M, (K) vérifiant A"~! £ 0, et A" = O,. 1000
Etablir que A est semblable & 0 0 0 -1
0 0 1 0
0 1 (0)
B= Exercice 45 [o00728 ] [correction]
T Soit A € M,,(K) telle que trA = 0.
(0) 0 Montrer que A est semblable &
0 *
Exercice 41 [oo0723] [correction]
Soit A € M,,(K) une matrice non nulle telle que ImA et ker A soient * 0
supplémentaires.
Montrer que A est semblable &

Exercice 46 [03136] [correction)]
Soit A € M,,(K) une matrice de rang 1.
a) Montrer que A est semblable & une matrice dont les n — 1 premiéres colonnes

sont nulles.
b) En déduire

o O

A/
B= < 0 ) avec A" € GL,(K)

2 _ —
Exercice 42 [00724 ] [correction] A" =tr(4).A et det(l, +A) =1+ 1trA

Soit A € M,,(K) une matrice non nulle telle que A% = 0.

X 0 I
Montrer que A est semblable & B = ( 0 0 ) avec r = rgA. Exercice 47 Centrale MP [ 02382] [correction]

Quelles sont les matrices carrées réelles d’ordre n qui commutent avec
diag(1,2,...,n) et lui sont semblables ?
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Exercice 48 Mines-Ponts MP [ 02691 ] [correction]

Soit A et B dans M, (R) semblables sur C. Montrer que A et B sont semblables

sur R.

Exercice 49 X MP [03032] [correction]
Soit f : M,,(C) — C non constante telle que :

V(4, B) € M, (C)?, f(AB) = f(A)f(B)
Pour A € M,,(C), prouver I’équivalence :

A inversible < f(A) #0

Exercice 50 Centrale MP [o01322] [correction]
Soit A € M3(R) non nulle vérifiant A? = Os.
Déterminer la dimension de ’espace

C={M e Ms(R)/AM — MA = O3}

Trace

Exercice 51 [03258] [correction]
Existe-t-il des matrices A, B € M,,(K) vérifiant

AB - BA=1,?

Exercice 52 [03259] [correction]
Soient A, B € M,,(K) des matrices vérifiant

AB—-BA=A

Calculer tr(AP) pour p € N*.

Exercice 53 [o00729] [correction]

Soient E un K-espace vectoriel de dimension finie et f € L(E) de rang 1.

Montrer que f2 = tr(f).f.
A quelle condition un endomorphisme de rang 1 est-il un projecteur 7

Exercice 54 [03029] [correction]
Soient A € M, (R) et ¢ ’endomorphisme de M,,(R) défini par

o(M)=MA

Exprimer la trace de ¢ en fonction de celle de A.

Exercice 55 Centrale MP [00730] [correction)]
Soit M une matrice carrée de taille n a coefficients dans K sous-corps de C.
Montrer que si trM = 0, il existe deux matrices A et B telles que

M =AB - BA

Exercice 56 [00731] [correction]
Soit ¢ une forme linéaire sur M,,(K). Montrer qu’il existe A € M,,(K) tel que
pour tout M € M, (K), o(M) = tr(AM).

Exercice 57 [00732] [correction]
Soit T une forme linéaire sur M,,(K) une forme linéaire vérifiant

YA, B € M, (K),T(AB) = T(BA)

Etablir que T € Vect {tr}.

Exercice 58 [00733] [correction]
On note tr la forme linéaire trace sur E = M,,(K).
Etablir que ker(tr) = Vect {[A, B] /A, B € E} en notant [A, B] = AB — BA.

Exercice 59 [oo0711] [correction)]
Etablir que Vect {AB — BA/A, B € M, (R)} est un hyperplan de M,,(R).

Exercice 60 [00735] [correction)]

Soit A € M, (R). Résoudre I’équation X + !X = tr(X)A d’inconnue X € M, (R).
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Exercice 61 [03261] [correction]

a) Dans un espace de dimension finie, pourquoi le rang d’un projecteur est-il égal
a sa trace?

b) Soit A € M,,(K) vérifiant A? = I,,.

Montrer
g—1

1
dimker(A —I,,)) = — tr(AF
( ) qZ( )

k=0

Exercice 62 Mines-Ponts MP [ 00734 ] [correction]

Soit E un espace vectoriel de dimension finie et G un sous-groupe de GL(E)
d’ordre fini n.

Montrer que

dim ﬂ ker(g —Idg) | = % Z trg

9geG geG

Exercice 63 Centrale MP [ 02388] [correction]
Soit K un corps de caractéristique nulle et H une partie non vide et finie de
GL,, (K) stable par multiplication.
a) Soit M € H. Montrer que k € N* — M* € H n’est pas injective.
En déduire que H est un sous-groupe de GL, (K).
Soient .

g=|H| et P==>" M

q MeH

b) Montrer, si M € H, que MP = PM = P. En déduire P2 = P.
¢) Trouver un supplémentaire, dans M,, 1 (K), stable par tous les éléments de H,

de
() ker(M —I,,)
MecH
d) Montrer que
Z trM € gN
MecH

Que dire si cette somme est nulle 7

Exercice 64 Mines-Ponts MP [ 02651 ] [correction]

a) Soit G un sous-groupe de GL,(R) tel que Y trg = 0. Montrer que >, g = 0.
geG geqG

b) Soit G un sous-groupe fini de GL,(R), V' un sous-espace vectoriel de R™ stable
par les éléments de G. Montrer qu’il existe un supplémentaire de V' dans R”
stable par tous les éléments de G.

Exercice 65 Mines-Ponts MP [ 02686 ] [correction]

a) Soit f une forme linéaire sur M,,(R) vérifiant VA, B € M, (R),

f(AB) = f(BA), montrer que f est proportionnelle & la trace.

b) Soit g un endomorphisme de 1’espace vectoriel M, (R) vérifiant g(AB) = g(BA)
pour toutes A, B € M, (R) et g(I,,) = I,,. Montrer que g conserve la trace.

Déterminants

Exercice 66 [00738] [correction]

Soit A € M,,(K) de colonnes C1,...,C,.

Calculer le déterminant de la matrice B de colonnes
Ci—0Cy,...,Chq1 —C,,C, — C1.

Exercice 67 [02355] [correction)]
Soient A, B € M, (R) telles que AB = BA.
Montrer que det(A% + B?) > 0.

Exercice 68 [00752] [correction)]
Soient A € M,,(C) et 4 € L(M,,(C)) déterminé par p4(M) = AM.
Calculer la trace et le déterminant de @4

Exercice 69 [02603] [correction]

On dit qu'une matrice A € M,,(R) est élément de GL,,(Z) si la matrice A est &
coefficients entiers, qu’elle est inversible et que son inverse est a coefficients entiers.
a) Montrer que si A € GL,,(Z) alors |det A] = 1.

b) Soient A, B € M,,(R) vérifiant : Vk € {0,1,...,2n}, A+ kB € GL,(Z).
Calculer det A et det B.

Exercice 70 [02604] [correction)]

Soit A € M, (R) (n > 2) de colonnes Ay, ..

By, ..., B, déterminées par B; = ) A;.
7

Exprimer det B en fonction de det A.

., An et B € M, (R) de colonnes
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Exercice 71 Mines-Ponts MP [ 02650 ] [correction]
On note V' I'ensemble des matrices a coefficients entiers du type

d

S0 9
[SEESHESERS
LI O

c
b
a

et G lensemble des M € V inversibles dans M4(R) et dont U'inverse est dans V.
a) Quelle est la structure de G ?

b) Soit M € V. Montrer que M € G si, et seulement si, det M = +1.

¢) Donner un groupe standard isomorphe & G muni du produit.

Exercice 72 Mines-Ponts MP [ 02659 ] [correction]
Soit des matrices A, B € M,,(Z) telles que det A et det B sont premiers entre eux.
Montrer Vexistence de U,V € M,,(Z) telles que

UA+VB=1,

Exercice 73 Mines-Ponts MP [ 02695 ] [correction]
Soit A € M,,(C) vérifiant pour tout X € M,,(C),

det(A+ X) =det A+ det X

Montrer que det A = 0 puis A = 0.

Exercice 74 X MP [ 00229 ] [correction]
Soient A et H dans M, (R) avec rgH = 1. Montrer :

det(A + H)det(A — H) < det A?

Exercice 75 [01413] [correction]
Soient n € N*, E un K-espace vectoriel de dimension n, f € L(E) et
B = (ei,...,e,) une base de E. Montrer que pour tout (21, ...,z,) € E™ :

S det (1, £(27), ) = t1(F) dir, )
j=1

Exercice 76 [01587] [correction)]
Soient A € Mo, (R) antisymétrique et J € My, (R) la matrice dont tous les
coefficients sont égaux a 1. Etablir

Vo € R,det(A+ xJ) = det A

Exercice 77 [03278] [correction]
Soit A = (a;,;) € M, (R) vérifiant

(i, j) €{1,....n}*ai; > 0etVie {1,...,n} ) a;; <1
j=1

Montrer
|det A] < 1

Calcul de déterminants

Exercice 78 Mines-Ponts MP [ 02693 ] [correction]

Calculer
a1+ (x)

(z) . ap +

ou x,ai,...,a, réels.

Exercice 79 [o00742] [correction]

Soient z1,...,x, € C. Calculer
2 n—1
1 =z 3 Ty .
1 o a3 xy
Vn(Ih...,l‘n): . .
2 n—1
1 =, =z T,
Exercice 80 [02384] [correction)]
Calculer pour aq, ..., a, € K le déterminant suivant
2 n—2
1 a1 af -+ aj , at
2 n— n
1 ax a3 -+ ag as



[http://mp.cpgedupuydelome.fr] dD édité le 7 janvier 2011

Enoncés

Exercice 81 Centrale MP [ 02385 ] [correction]

Calculer - -

- n

1 al P allC a]](} 1 .« . al

1 a2 .. a -1 a - e an

2 2 2

Dy = ) ) . .

k—1 k+1 n

1 a’n a“n an an

Exercice 82 Centrale MP [ 02386 ] [correction]
n

Soit A1, ..., A, € C distincts et P(X) = [[ (X — \;). Calculer :
i=1
PX) PX) .. PX)
X—a  X—xs X—xn
1 1 1
A(X) = .
PPN Ap—2

Exercice 83 [o00748] [correction]
Pour (i,) € [1,n]?, on considére a; € R et b; € R tels que a; + b; # 0.
Calculer det ( 1

ait+b; ) 1<ij<n
Traiter en particulier le cas Vi € [1,n],a; = b; = @ (déterminant de Hilbert)

(déterminant de Cauchy).

Eer'CICG 84 00749 COYI“eC( 101
)
T 1<i,j<n

Etablir que l'inverse de la matrice H = (

Exercice 85 X MP [00299] [correction]
On pose
Pu(X)=X"— X +1

a) Montrer que P,, admet n racines distinctes z1, ..., z, dans C.

b) Calculer le déterminant de
14 2 1 . 1
1 1+ z9 :

1+ 2z,

est a coefficients entiers.

Exercice 86 [03124] [correction]
Soient aq,...,an,b1, ..
coeflicient

Exercice 87 [01433] [correction]
Pour a € K*, calculer

Exercice 88 [01436] [correction]

Soient a,b € C* distincts. Calculer

Exercice 89 [00739] [correction)]
Soient x € C et n € N*. Calculer

a+b

1+ 22

Exercice 90 [00740] [correction]

a; + b1
b;

ab

T

.,bn € C. Calculer le déterminant de la matrice de

Qij = {

Déterminants tridiagonaux

sii =7
sinon

. ab
1 a+bd

2
r l+z ]



[http://mp.cpgedupuydelome.fr] dD édité le 7 janvier 2011

Enoncés 10

Soient 6 € R et n € N*. Calculer

2cosf 1 (0)
D, = 1
1
(0) 1 2cosd

Exercice 91 [oo741 ] [correction]

Calculer
0 1 0
0 2
D, = n—1
0 1 0 [n+1]

Déterminant par blocs

Exercice 92 [o03129] [correction]
Soient A, B,C, D € M,,(K). On suppose que D est inversible et que C et D
commutent. Etablir

A B
det( cC D ) = det(AD — BC)

Exercice 93 [03130] [correction]
Soient A, B,C, D € M,,(K) avec D inversible. Etablir

A B _
det( c D > =det(AD — BD'CD)

Exercice 94 Mines-Ponts MP [ 02694 ] [correction]
Soient A, B,C, D € M,,(K) avec AC = C A. Montrer que

A C
det( B D > =det(DA — BC)

Exercice 95 Centrale MP [ 02387] [correction)]
a) Soient A, B € M,,(R). Montrer que

A B
det ( _B A ) =0
b) Soient A, B € M,,(R) telles que AB = BA. Montrer que det(A? + B?) > 0.

¢) Trouver un contre-exemple & b) si A et B ne commutent pas.
d) Soient A, B,C, D € M, (R) telles que AC = C' A. Montrer que

A B
det( c D ) = det(AD — CB)

Exercice 96 [ 01424 ] [correction]
Soient A, B € M, (R).

a) Montrer que ﬁ ‘ = det(A + B) det(A — B).

oo o

b) Justifier que

—-B
HE

Exercice 97 Centrale PC [ 00198 ] [correction]

Soient B € M,,(R) et
I, B
A:( B I >6M2n(R)

a) A quelle condition la matrice A est-elle inversible ?
b) Donner son inverse quand cela est possible.

Exercice 98 [00713] [correction]
On considére une matrice M € M,,(K) inversible écrite sous la forme

A B
v-(25)
avec A € M,(K) et D € M,,_,(K).
On écrit la comatrice de M sous une forme analogue

li !
comM = ( é,, g, )
avec A" € M,(K) et D' € M,,_,(K).
Vérifier
det A’ = det(M)P~" det D
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Exercice 99 [o03147] [correction]
Soient A, B,C, D € M, (R).
a) On suppose C'D symétrique. Montrer que

A B
det( C D ) = det (AtD—BtC)

b) On suppose C*D antisymétrique. Montrer que

A B
det( c D ) =det (A'D + B'C)
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Corrections

Exercice 1 : [énoncé]

11 existe une colonne X telle que AX # 0 et alors ImA = Vect(AX).

A?X € ImA donc il existe A € K tel que A2X = AAX.

De plus pour Y € ker A, A2Y =0 = AAY".

Enfin ker A et Vect(X) sont supplémentaires dans M,, 1(K) donc A% = \A.

Exercice 2 : [énoncé]

Une matrice X solution commute avec A.

En étudiant I'équation AX = X A coefficients par coefficients, on observe que X
est de la forme

a 0 =z
0 b y
0 0 ¢
Pour une telle matrice, ’équation X2 = A équivaut au systéme :
=1
b’ =4
=16
(a+cz=1
(b+c)y=2
1 0 1/5 -1 0 1/3 1 0 1/5
Les solutions sont donc [ 0 2 1/3 |, 0 2 1/3 |, 0o -2 1 ,
0 0 4 0 0 4 0 0 4
-1 0 1/3 1 0 -1/3
0o -2 1 , 0 2 -1 etc
0 0 4 0 0 —4

Exercice 3 : [énoncé]

a) Si A n’est pas inversible alors rgA < n. Or il est possible de construire une
matrice nilpotente de rang égal a rgA. Deux matrices étant équivalentes si, et
seulement si, elles ont le méme rang, on peut conclure que A est équivalente & une
matrice nilpotente. La réciproque est immédiate.

b) Si A est inversible alors f(A)f(A™!) = f(I,) = 1 donc f(A) # 0. Si A n’est pas
inversible alors A est équivalente & une matrice nilpotente B. Pour celle-ci, on a
f(B) =0 car f(B™) = f(B)". Puisqu’on peut écrire A = PBQ avec P et Q
inversibles, on peut conclure f(A) = 0.

Exercice 4 : [énoncé]

a) Sy(r)? —1—a = Sx(x)? — S(x)? = Ry(2)(S(x) + Sx(x)) est une série entiere
dont le premier terme non nul est au moins un #¥+1. D’autre part

(Sn(x))? — 1 — z est un polyndme.

b) Pour N tel que AN =0, (Sy(A))2 =1 — A = 0,, donc B = Sy(A) convient.

Exercice 5 : [énoncé]
a) DEi)j = aiEi,j et Eiij = ajEi,j donc QD(EZJ) = (ai —
Posons I = {(i,j) e [1,n]* Ja; # aj} et

J={(4) € Lol Jai = a; } = [Ln]*\T.

Pour (i,5) € I, E; ; € Imy et pour (i,5) € J, E; ; € ker .

Ainsi Vect {E; ;/(i,7) € I} C Imy et Vect {E; ;/(i,j) € J} C ker .

Or

dim Vect {E; j/(i,7) € I} + dim Vect {E; ;/(i,j) € J} = n? = dimImy + dim ker ¢
donc dim Vect {E; ;/(,j) € I} = dimImgp et

dim Vect {E; ;/(4,7) € J} = dimker ¢,

puis Vect {E; ;/(i,j) € I} =Imyp et Vect{E; ;/(i,7j) € J} =kerp.

b) Si D est a coefficients diagonaux distincts alors I = {(i,j) e [1,n]? /i # j} et

aj)Ei,j.

J ={(i,1)/i € [1,n]}. Par suite Imyp est 'espace des matrices de diagonale nulle
tandis que ker ¢ est ’espace des matrices diagonales.

Exercice 6 : [énoncé]

a) Supposons M? € A. A et Vect(I,) étant supplémentaires dans M,,(C), on peut
écrire M = A + M, avec A € A. On a alors M? = A? + 2)\AI, + A2, d’ou I'on
tire A2I,, € A puis A = 0 ce qui donne M € A.

Pour i # j, Ef] =0€ Adonc E; j € Apuis E;; = E; ; x Ej; € A. Par suite
I,=FEi1+ -+ E,, € A Absurde.

b) Formons une équation de I’hyperplan A de la forme az + by + cz+dt =0 en la
matrice inconnue M = ( j 32' ) avec (a,b,c,d) # (0,0,0,0). Cette équation

a ¢

b d )

Puisque Is € A, on a trA = 0. Soit A une valeur propre de A.

Si A # 0 alors —\ est aussi valeur propre de A et donc A est diagonalisable via
une matrice P.

On observe alors que les matrices M de A sont celles telles que P~!MP a ses
coefficients diagonaux égaux.

peut se réécrire tr(AM) =0 avec A =
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MaisalorspourM:P( (1) } )P‘1 etN:P( } (1) )P‘l ona M,NcA
alors que M N € A.
Si A =0 alors A est trigonalisable en < 8 g ) avec a # 0 via une matrice P.

On observe alors que les matrices M de A sont celles telles que P~ M P est
triangulaire supérieure. L’application M — P~!M P est un isomorphisme comme
voulu.

Exercice 7 : [énoncé]

Supposons A inversible. Puisque A et B commutent, A~! et B aussi. Comme B
est nilpotente, —A~1 B l'est aussi. Or il est classique d’observer que si N est
nilpotente, I — N est inversible d’inverse I + N + --- 4+ NP~! avec p I'ordre de
nilpotence de N. Ainsi I + A~ B est inversible et A + B = A(I + A~1B) aussi.
Supposons A + B inversible, puisque —B est nilpotente et commute avec A + B,
A= A+ B — B est inversible.

Exercice 8 : [énoncé]
ATIB=A"Y(BA)A™ = A"1(AB)A™! = BA~L.

Exercice 9 : [énoncé]

a) Soit M € M, (K) commutant avec toute matrice de M, (K).

Pour i # j,on a E; jM = ME; ;.

L’égalité des coefficients d’indice (7,4) donne m;; = 0.

L’égalité des coefficients d’indice (7, ) donne m, ; = m; ;.

Par suite la matrice M est scalaire. La réciproque est immédiate.

b) On reprend I'étude ci-dessus en étudiant la commutation de M avec I,, + E; ;

qui conduit & nouveau a I'égalité E; ;M = ME; ;. On obtient la méme conclusion.

Exercice 10 : [énoncé]
En étudiant 1'égalité AM = M A, on justifie C(A) = D, (C). C(A) est donc un
sous-espace vectoriel de dimension n. De plus il contient évidemment les éléments
A¥ pour k € {0,...,n — 1} (et, plus généralement, tout polynéme en A).
Supposons

Aol +MA+- 4N A" =0

Le polynéme P = Ao+ M1 X + -+ - + A1 X" ! est annulateur de A, donc les
Qi,...,a, qui sont valeurs propres de A sont aussi racines de P qui possede alors

plus de racines que son degré. On peut alors affirmer P = 0 puis
AMN=...=X 1 =0.

La famille (A*)o<r<n—1 est une famille libre & n éléments de C(A), c’en est donc
une base

Exercice 11 : [énoncé]

a) L’inclusion D est immédiate.

Inversement, soit A € M,,(R) commutant avec toute matrice M € GL,,(R).
Soient 4,7 € {1,...,n} avec i # j.

Pour M = I,, + E; ;, la relation AM = M A donne

AE; j = Ei ;A
L’indentification des coefficients d’indices (4, j) et (j,j) donnent respectivement
i = aj;j et aj; =0

On en déduit que la matrice A est diagonale et que ses coefficients diagonaux sont
égaux, autrement dit, A est une matrice scalaire.
b) Soit B € GL,,(K). On peut écrire

A= (AB™HB
et donc
A= B(AB™)
On en déduit
AB = BA

et ainsi la matrice A commute avec toute matrice inversible. On peut alors
conclure que A est une matrice scalaire.

Exercice 12 : [énoncé]

Par récurrence sur n > 1.

La propriété est immédiate pour n = 1.

Supposons la propriété vraie au rang n > 1.

Soit T' € M, 41(K) triangulaire supérieure commutant avec sa transposée.

On peut écrire
a 'X
= ( On,l S >

avec o € K, X € M, 1(K) et S € M,,(K) triangulaire supérieure.
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L’identification du coefficient d’indice (1, 1) dans la relation *T'T = T*T donne
o =a*+'XX

On en déduit X = O, 1 et I'égalité 'T'T = T*T donne alors 1SS = S'S.

Par hypothese de récurrence, la matrice S est diagonale et par conséquent la
matrice T' I'est aussi.

Récurrence établie.

Exercice 13 : [énoncé]
Soit A = (a; ;) € M, (K) une matrice commutant avec toutes les matrices
symétriques.
Soient i < j € {1,...,n}.
La matrice A commute avec la matrice symétrique E; ; + E;; ce qui permet
d’écrire
A(Eij + Eji) = (Eij + Eji)A
L’égalité des coefficients d’indice (7, j) donne
Qi = Qj,5
La matrice A commute avec la matrice symétrique E; ; ce qui permet d’écrire
AL = E; ;A
L’égalité des coefficients d’indice (7, 5) donne

aij =0

On en déduit que la matrice A est de la forme M\, avec A € K.
La réciproque est immédiate.

Exercice 14 : [énoncé]
Casn=2
Les matrices antisymétriques sont colinéaires a la matrice

(55)

En étudiant la commutation d’une matrice de Ms(R) avec cette derniére, on
obtient que les matrices de M (R) commutant avec les matrices antisymétriques

sont de la forme
a b
-b a

Casn>3
Soit A = (a;;) € M, (K) une matrice commutant avec toutes les matrices
antisymétriques.
Soient i < j € {l,...,n}tet ke {l,...,n} avec k #£1,j.
La matrice A commute avec la matrice antisymétrique E; ; — E;; ce qui permet
d’écrire
A(Ei; — Ejq) = (Eij — Ej)A
L’égalité des coefficients d’indice (,7) et (k,j) donne

Qi i = Q54 et Qi = 0

On en déduit que la matrice A est de la forme A, avec A € K.
La réciproque est immédiate.

Exercice 15 : [énoncé]

a) A est équivalente & la matrice J; = diag(1,0,...,0) donc il existe
P,Q € GL,,(K) vérifiant A = PJ1Q.
Pour C =%(1,0,...,0), on a J; = C'C donc A = X'Y avec X = PC et Y =!QC.

b) A2 = X(*Y X)'Y. 'Y X est un scalaire A donc A2 = X\'Y = AX'Y = \A.

Exercice 16 : [énoncé]
a) On a
rg(AB) = 2 < min(rgA, rgB) < 2

donc
1g(A) = rg(B) = 2

b) On a ABAB = AB donc A(BA — I;)B = Os.
On en déduit Im ((BA — I3)B) C ker A = {0} donc (BA — I3)B = O 3.
Par suite ImB C ker(BA — I3) or B est surjective donc BA — Iy = O3 puis

BA =1,

Exercice 17 : [énoncé]

On a A(BA— I)B = 0.

Or puisque A est de rang 2, ker A = {0} et donc (BA — I3)B = 0.

De plus, puisque B est de rang 2, ImB = M5(R) et donc BA — I, = 0.
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Exercice 18 : [énoncé]

Onl_rm OOT:__: ) et donc il
existe des matrices P, Q) inversibles vérifiant A = QJ,. P. Par suite

ABA =0, < J.PBQJ, = O,. Via I'isomorphisme B — PBQ), ’espace

{B € M,(R)/ABA = O,} est isomorphe & {M € M, (R)/J.MJ,. = O,}.
En écrivant la matrice M par blocs, on vérifie que les matrices M vérifiant

J-MJ, = O,, sont les matrices de la forme ( O*T : ) On en déduit
dim {B € M,(R)/ABA = O,,} = n? — 2.

La matrice est équivalente a la matrice J, =

Exercice 19 : [énoncé]
a) Posons r = rgA et s = rgB. Les matrices A et B sont respectivement
équivalentes aux matrices

Ir Or,nfr _ Is Os,nfs
Jr n ( Onfr,t Onfr ) ot Js - < Onfs,t Onfs )
1l existe donc P, @, R, S € GL,(R) telles que

PAQ = J, et RBS = J,

et alors
PAQ + RBS = J, + J

qui est une matrice de rang min(n,r + s).
On peut aussi écrire

(RT'P)A+B(SQ Y ) =R '(J, + J,)Q!
et en posant U = R™'P et V = SQ~!, on obtient U,V € GL,(R) telles que
rg(UA 4+ BV) = min(n,r + s)

b) Si r+ s > n alors min(n,r + s) = n et ce qui précede conduit & une matrice
inversible.

Exercice 20 : [énoncé]

a) (=) Supposonsrg ( A | B ) =rgA =r.

Rappelons que le rang d’une matrice est le rang de la famille de ses colonnes.
Puisque rgA = r, la matrice A posséde r colonnes indépendantes.

Puisque rg( A ‘ B ) =7, les colonnes de ( A ‘ B ) sont toutes combinaisons
linéaires des colonnes précédentes.

En particulier les colonnes de B sont combinaisons linéaires des colonnes de A.
Ceci permet de former U € M,,(K) vérifiant B = AU.

(<) Supposons B = AU.

Les colonnes de B sont combinaisons linéaires des colonnes de A et donc par
opérations sur les colonnes

rg(A‘B):rg(A‘On):rgA

b) II suffit de transposer le raisonnement qui précéde en raisonnant sur les lignes
et en exploitant que le rang d’une matrice est aussi le rang de la famille des ses
lignes.

¢) Supposons

Puisque
rgAgrg(AB)grg(é g):rgA
on a
rgA:rg(AB)etrg(é, g):rg(AB)

En vertu de a) il existe une matrice U € M, (K) telle que
B =AU
En raisonnant comme en b), il existe une matrice V€ M,,(K) telle que

(ClD)=(va|vB)
A B\ _ A AU
C D) \VA VAU
A B\ A AU
C D) \VA VAU
Les n dernieres lignes étant combinaisons linéaires des n premieres, on a

A B A AU
rg(c D):(On Oﬂ):rg(AAU)

A BY_( A avN__,
®\lcp) o, 0,)""®

On en déduit

Inversement, supposons

puis
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Exercice 21 : [énoncé] inversibles.

Commengons par noter que le neutre multiplicatif de G n’est pas nécessairement On en déduit

I,,. Par exemple, G = {O,,} est un groupe multiplicatif formé d’éléments de rgM = rg Jr O —r+s

M, (R). 0 J

Notons J le neutre du groupe G. Soit A € G.

D’une part AJ = A donc rg(A) =rg(AJ) < rg(J).

D’autre part, il existe B € M,,(R) tel que AB = J donc rg(J) = rg(AB) < rg(4).
Finalement VA € G,rg(A) = rg(J).

Exercice 22 : [énoncé]
a) Si A est inversible alors en posant

O, A1
CZ( I, O, )€M2"(K)

on obtient BC' = I5,, et on en déduit que B est inversible et que C' est son
inversible en vertu du théoréme d’inversibilité.

Si A n’est pas inversible alors les lignes de A sont liées et les n premieres lignes de
B sont aussi liées par la méme relation linéaire. On en déduit que B n’est pas
inversible.

b) On obtient
0, AP 0, Artl
2p __ n 2p+1 __ n
B(AP 0n>etB (Ap on)

Exercice 23 : [énoncé]
Posons r = rgA et s = rgB. Les matrices A et B sont respectivement équivalentes

aux matrices
_ Ir Or,n—r _ Is Os,p—s
JT N ( Onfr,t Onfr ) ot Js n ( Opfs,t Opfs )
Il existe donc P, Q € GL,(K) et R, S € GL,(K) telles que
PAQ = J,. et RBS = J;

En opérant par blocs, on a alors

P O A O Q O\ (J. O
O R O B o S )\ 0O Js
avec les facteurs
P O + Q O
(o %)«(8 %)

Exercice 24 : [énoncé]
En multipliant par la matrice inversible

I,
Opn

on obtient

—-B
Ip

I, B\ _ I, On,
\ o, ¢ )""®\ o, cC

En posant r = rgC, on peut écrire PCQ =

P,Q € GL,(K) et J, = (

J, avec
IT Or,p—r
Op—r,?“ Op—r

En multipliant a gauche et a droite par les matrices inversibles

In On,p t In On,p
Opn P )\ Opn Q

on obtient
T In
8 Opn

Exercice 25 : [énoncé]

Opm Jr

2)(

=n-+r

Ly Ony ) _

)

L’implication (<) est immédiate car rgB = p.

Inversement, supposons rgM = p.

Puisque B est inversible, les p derniéres lignes de M sont indépendantes et donc
les autres lignes de M sont combinaisons linéaires de celles-ci puisque rgM = p.
Puisque les n premiéres lignes de M sont combinaisons linéaires des p dernieres

lignes de M, on a

A=0,
Exercice 26 : [énoncé]
Introduisons la matrice inversible
M/ — < A ! Opvq >
Ogp 1y
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On argM =rg(MM') avec

1, B
MM = < P >
Oq4p C

Par opérations élémentaires sur les colonnes, la matrice MM’ a le rang de la

matrice
I,  Opg
Ogp C

Enfin, les opérations élémentaires déterminant le rang de C' se transposent a la
matrice en cours afin d’en donner le rang. Au final

rgM = p+rgC

Exercice 27 : [énoncé]
a) Notons ImM = {MZ/Z € M, 1(K)}.
Considérons ensuite ¢ I’application linéaire qui & X € M, ;1 (K) associe

X AX
M = .
Op—r cX
On a évidemment Imy C ImM.
Or Papplication linéaire ¢ est injective car A est inversible et donc
rge = dim M, 1 (K).
Puisque par hypothese rgM = r, par inclusion et égalité des dimensions, on a

Imp = ImM.

Pour tout Y € M,,_,1(K), on a M € ImM donc il existe X € M,.1(K) (et

) PRSI
y ) 9T o,

0, X BY AX
b) La relation M =M donne = donc
Y Op—r DY cX

X = A"'BY puis DY = CX = CA™'BY.
Puisque cette derniere relation vaut pour toute colonne Y € M,,_,.1(K), on peut
conclure D = CA™'B.

celui-ci est méme unique) tel que M

Exercice 28 : [énoncé]
On peut écrire la matrice M ! sous la forme

L (A B
wi-(&p)

La relation MM~ = I, donne alors le systéme
AA'+ BC' =1,
CA'+DC' =0,
AB'+BD' =0,
CB'+DD' =1,
qui entraine
(A-BD'C)A' =1,
C'=-D7'cA
B'=-A"'BD’
(D-CA™'B)D' =1,
On en déduit que les matrices A — BD™1C et D — CA~! B sont nécessairement

inversible et A’ et D’ sont leurs inverses respectifs.
Au final

(A—BD1C)"!

Jy A-'B(CA~'B — D)~}
~\ D-l¢(BDC - A)?

(D—-CA~'B)~!

Exercice 29 : [énoncé]
a) Pour 0 < k < n,

n k
p(X*) = (%)Xizz<l,€>Xi=(X+l)k
-0 2 2

i =0

On en déduit
p(P)=P(X +1)

b) ¢™(P) = P(X +m) donc

o(XF) = (X +m)F = i <f) mriX?

k=0
d’ou B
A" = (m? " 5) 1< j<n+1
¢) ¢ 1 (P)=P(X —1) donc
pTHXP) = (X — 1
d’ou B
AT = (-1 aij) 1< j<nt1
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Exercice 30 : [énoncé]
Posons © = Re(a) et y = Im(a).
fy=1+x+iyet f(i)=i—ai=y+i(l —x).

La matrice de f dans la base (1,4) est donc ( 1 —;/_ v 1 g - )
Si |a| # 1 alors det f # 0. Imf = C et ker f = {0}.

SiJa] =1 alors det f =0 et f # 0. f est un endomorphisme de rang 1.

On a f(e/2) = 2e1/2 et f(e'?+™/2) = 0 donc Imf = Vect {e"/2} et
ker f =ilmf.

Exercice 31 : [énoncé]

a) On vérifie aisément que la famille B’ est libre et c’est donc une base de E.

f(e1) = €1, f(e2) = €2, f(e3) = €3 + &1 donc

1 01
Matg f=1 0 1 0 | =B
0 01
b) Par récurrence
1 0 n
B"=| 010
0 0 1
puis A” = PB"P~! avec
1 11 1 -1 0
P=|011]eP'=| 1 0 -1
1 01 -1 1 1
d’on
1-n n n
A" = 0 1 0

-n n n+1

Exercice 32 : [énoncé]

a) On vérifie aisément que la famille B’ est libre et c’est donc une base de E.

f(51) = 81,f(€2) = €1 + €9, f(83) =¢1 + &9+ ¢e3 donc

10 1
Matgf=| 0 1 0 | =B
00 1

b) B = I3 + J avec
0 1 1 00 1
J=10o01],72=|0 0 0
000 000

Puisque I3 et J commutent la formule du binéme donne

-1
B"=1Is+nJ+ %ﬂ
car J¥ = O3 pour k > 3.
Par formule de changement de base, on obtient
1 n(n+1l) n(n+3) n(n+1)
2 2 2
A" = -n n+1 n

n(n—1 n(n+1 n(n—1
oy mnh) g o)

Exercice 33 : [énoncé]

Soit f solution. La matrice de f relative a la base canonique est a coefficients
entiers. De plus f est un automorphisme car les vecteurs de la base canonique
sont des valeurs prises par f et comme f~(Z") = Z", la matrice de f~! relative &
la base canonique est a coefficients entiers. Inversement, si f est un
automorphisme telle que f et f~! soient représentés par des matrices &
coefficients entiers dans la base canonique, il est immédiat que f(Z™) C Z" et que
f~1(Z™) c Z"™ donc que Z™ C f(Z™) et finalement f(Z™) = Z". Notons que les
endomorphismes solutions peuvent aussi se décrire comme étant les
endomorphismes canoniquement représentés par une matrice a coefficients entiers
et qui sont de déterminant égal a 1.

Exercice 34 : [énoncé]
Si f=0alors fog=0.

Sinon il existe une base de R? dans laquelle la matrice de f est A = 8 (1) )

La matrice de g commutant avec f est de la forme ( 8 2 ) et puisque g2 = 0,

a=0.
Par suite la matrice de f o g est nulle.
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Exercice 35 : [énoncé] kernel(A);

F,, est clairement un endomorphisme de C,,_; [X]. Sa matrice dans la base kernel (B) ;

(1, X,..., X" Y est A= (a;;)ogij<n—1 avec a; j = %wij. On remarque que

AA =1, car % > W=Dk — d;,;. Par suite F,, est un automorphisme et Fgl
k=0

n—1

étant représenté par A, F;1(P) = ﬁ > P(w™k) Xk,

Exercice 36 : [énoncé]

a) S’il existe w tel que u = w o v alors pour tout = € ker v,

u(z) = (wow)(x) =w(v(r)) =w(0) =0 et donc z € keru. Ainsi kerv C ker u.
Inversement, supposons kerv C ker u.

Soit H un supplémentaire de ker v dans R? : H @ kerv = RP.

On sait que la restriction v,y de v au départ de H est un isomorphisme de H vers
I'image de v.

Soit K un supplémentaire de Imv dans R" : K @& Imv = R".

Considérons ensuite wy 'application linéaire définie par

Vo € Imv, wo(x) = u(vr}}(a:)) et Vo € K,wo(z) =0

D’une part, pour tout x € ker v, (wg o v)(xz) = we(0) =0 = u(z) car kerv C keru.
D’autre part, pour tout x € H,
(wo o v)(z) = (wo o vpm)(x) = (u o UFI} o U[H) (z) = u(x)
Puisque les applications linéaires wqy o v et u coincident sur les sous-espaces
vectoriels supplémentaires ker v et H, c’est deux applications sont égales et on
peut donc écrire

U= wpyouv

Soit w € L(R™,R?).

w est solution de I’équation u = w o v si, et seulement si, w o v = u = wy o v soit
encore (w —wp) ov = 0.

Or fog=0<«Img Cker f donc u = wov < Imv C ker(w — wyp).

Par suite les solutions de ’équation u = w o v sont de la forme wy + f avec

f € L(R™,R?) vérifiant Imv C ker f.

b) On définit les matrices étudiées :

A:=matrix(3,3,[-2,1,1,8,1,-5,4,3,-3]);
B:=matrix(3,3,[1,2,-1,2,-1,-1,-5,0,3]);

On détermine les noyaux de celles-ci

On observe que ces noyaux sont égaux a Vect ((3,1,5)) et donc ker B C ker A. Par
I’étude qui précede transposée aux matrices, on peut affirmer que I’équation
étudiée possede au moins une solution.

Pour construire une solution a cette équation, il suffit d’introduire une matrice By
inversible coincidant avec B sur un supplémentaire de ker B et de considérer

Co = ABJI

En prenant pour supplémentaire de ker B I'espace Vect((1,0,0),(0,1,0)), la
matrice

1 2 0
Bo=| 2 -1 0
-5 0 1

convient. Définissons-la et calculons Cj :

BO:=matrix(3,3,[1,2,0,2,-1,0,-5,0,11);
CO:=evalm(A&*BO~(-1));

On obtient
1 1 1

Co=| -3 -7 -5
-1 -5 -3

On peut vérifier 'exactitude de cette solution par le calcul

evalm(A-CO&*B) ;

Les autres matrices solutions se déduisent de Cy par ajout d’une matrice E telle
que ImB C ker E. On détermine 'image de B

colspace(B);

On obtient Vect ((1,0,—1),(0,1,—2))
La condition ImB C ker E' donne les relations C7; = C3 et Co = 2C3 sur les
colonnes de E qui est donne une matrice de la forme

a 2a a
b 2b b
c 2c c¢

¢) I existe C tel que A = CB si, et seulement si, ker B C ker A ce qui équivaut a
la condition AX =0 avec X =* ( 3 1 5 ) Cela donne la condition
3C1 + Cy + 5C5 = 0 sur les colonnes de A.
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Si cette condition est remplie, I’étude qui précede donne que les solutions de
I’équation A = C'B sont les matrices de la forme

a 2a a
ABy'+ | b 20 b
c 2c c¢

d) Si u = w; ov; + wy 0wy alors il est immédiate que ker vy Nker vy C ker w.
Inversement, supposons ker vy N ker vy C ker u.

Considérons v € L(RP,R?") déterminé par v(z) = (vi(z), v2(z)).

Puisque ker v = ker vy Nker vy C ker u, I’étude qui précede assure 'existence de

w € L(R?™,RY) vérifiant u = w o v. Posons alors wy : y; € R™ + w(yy,0gn) et

wa : Yo € R™ — w(Ogn, y2).

wy,we € L(R™,RY) et vérifient w(y1,y2) = w1(y1) + wa(y2) de sorte que u = wow
donne u = wy o vy + wg 0 Vs

Exercice 37 : [énoncé]

Soit = ¢ ker f*~1. Un tel x existe puisque f"~1 # 0.

Considérons B = (f"~Y(z),..., f(z),z).

Supposons \,—1 f""H(z) 4+ -+ A f(x) + 2 =0.

En y appliquant successivement f"~1,..., f,Id on obtient A\¢g =0,...,A\p_2 =0
puis A\,—1 = 0 car f*~1(x) #0.

B est une famille libre formée de n = dim F vecteurs, c’est donc une base de FE.
De plus Matp(f) est de la forme convenable.

Exercice 38 : [énoncé]

Posons r =rgf et (f(e1),..., f(er)) une base de Imf.

Puisque f? = 0, la famille B = (f(e1), ..., f(e,)) est formée de vecteurs de ker f,
de plus elle est libre, on peut donc la compléter en une base de la forme

B = (f(e1),..., f(er),ers1,...,€p) avec p = dimker f.

Considérons C = (f(e1),..., f(€r), €41, -1 Eps €1, -, 6p).

En vertu du théoréme du rang, cette famille est formée de dim E vecteurs.

De plus si 'on dispose d’une combinaison linéaire nulle des vecteurs de C, en
appliquant f et en exploitant la liberté de B, on justifie que les coefficients devant
les eq, ..., e, sont nuls. Ensuite, sachant B’ libre, on conclut que les autres
coefficients sont nuls. La famille B est une base et la matrice de f dans C est de la
forme voulue.

Exercice 39 : [énoncé]
Soient F un R-espace vectoriel de dimension 3 muni d’une base B et u

I'endomorphisme de E représenté par la matrice A dans B. On a u? =0 et u # 0.
Notons que cela entraine dim Imu = 1 et dim ker u = 2.

Cherchons une base B’ = (e1,¢€2,¢3) telle que Matg (u) = B. Aprés analyse du
probléme : Considérons €1 ¢ ker(u) et e2 = u(e1). €2 est un vecteur non nul de
ker u qui peut étre complétée en une base (e2,¢3) de ker u. Formons

B' = (1,€2,€3). Si A1 + Aaea + Aze3 = 0 alors en appliquant u, Aju(e;) =0
donc A; = 0 puis Agea + Azeg = 0 entraine Ao = A3 = 0 puisque (£2,¢€3) est libre.
Finalement la famille B’ est libre et c’est donc bien une base de E. La matrice de
u dans cette base est bien la matrice B. On peut conclure.

Exercice 40 : [énoncé]

Soient E un K-espace vectoriel de dimension n muni d’une base B et f € L(E) de
matrice A dans B.

On vérifie f*~1 #£0 et f* =0.

Soit ¢ ker f*~ . Un tel x existe puisque f*~1 # 0.

Considérons B’ = (f"~(z),..., f(x),x).

Supposons
Mt f" Ha)+ -+ M f(2) 42 =0

En y appliquant successivement f~1,..., f,Id on obtient A\g =0,...,A\,_2 =0
puis A\, _1 = 0 car f"~1(x) #0.
B’ est une famille libre formée de n = dim E vecteurs, c¢’est donc une base de E.

La matrice de f dans la base B’ est égale a B donc A et B sont semblables.

Exercice 41 : [énoncé]

Soient F un K-espace vectoriel de dimension n muni d’une base B et f € L(E) de
matrice A dans B.

On observe que Imf et ker f sont supplémentaires dans E.

Dans une base B adaptée a cette supplémentarité, la matrice de f est de la forme

!
B = < ’g 8 ) avec A’ matrice de taille r. De plus r = rgA = rgB = rgA’ donc

A’ est inversible.

Exercice 42 : [énoncé]

Soient E un K-espace vectoriel de dimension n muni d’une base B et f € L(F) de
matrice A dans B.

On observe r =rgf, f # 0 et f2 = 0 de sorte que Imf C ker f.

Soit (e, ..., e.) une base de I'mf complétée en (eq,...,e,—,) base de ker f.

Pour tout 7 € {1,...,r}, il existe e,,_,4; vecteur de F tel que f(e,—r1i) = €;.
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Montrons que (eq, ...
Supposons

)\161 +---+ Arer + A7‘—i—16r—i-1 +--+ )\n—ren—r + )\n—r+len—r+l +---+ )\nen =0
(1).

En appliquant f a la relation (1), on obtient A,—,11e1 + -+ + Ape, = 0 et done

,€n) est libre.

Aert1 =...= A, =0 car (e1,...,e,) libre.
La relation (1) devient Aje; + -+ Aper + Apj1€r41 + - + Ap—r€n—r = 0 et donc
A =...=Xy—r=0car (eq,...,e,_) libre.

La famille (eq,...,e,) est libre et formée de n = dim F vecteurs de E c’est donc
une base de F et la matrice de f dans celle-ci est égale a B. On peut conclure que
A et B sont semblables.

Exercice 43 : [énoncé]

Soit f € L(R3) I'endomorphisme canoniquement associé & la matrice A.

Analyse : Cherchons une base (eq, ez, e3) telle que la matrice de f dans cette base
soit la matrice

0 0 O
0 0 -1
01 0

On a alors f(e1) =0, f(e2) = ez et f(ez) = —ez. On en déduit e; € ker f,

es € ker(f% +1d) et e = f(ea).

Synthése : L’endomorphisme f vérifie f o (2 +1Id) = 0. Par Pabsurde, si f est
inversible alors f? 4+ Id = 0 et donc det(f?) = det(—Id) = —1. Or

det(f2) = (det f)* = 0. C’est absurde. On en déduit ker f # {0}. Soit e; un
vecteur non nul de ker f.

Puisque (f2 +1d)o f =0, on almf C ker(f? +1d). Or f # 0 donc Imf # {0} puis
ker(f? +1d) # {0}.

Soit e un vecteur non nul de ker(f2 + Id) et e3 = f(e2). On

vérifief (e3) = f2(e3) = —ea.

Il reste & observer que la famille (e, ez, e3) est une base de R3.

Supposons Aje; + Ages + Azez =0 (1) avec Ai, Ao, A3 € R.

En appliquant deux fois f & cette relation, on obtient Agez — Azea = 0 (2) et
—)\262 - )\363 =0 (3)

La combinaison d’équations A3(2) + A2(3) donne (A3 + A3)ez = 0. Puisque le
vecteur es a été choisi non nul, on en déduit Ay = A3 = 0 puis la relation (1)
donne A\; = 0 puisque le vecteur ey a été choisi non nul.

Finalement, (e, ez, e3) est une base de R? et la matrice de f dans celle-ci est celle
voulue.

On peut conclure que A est semblable a la matrice proposée.

Exercice 44 : [énoncé]

Soit f € L(R*) I'endomorphisme canoniquement associé a la matrice M.
Analyse : Cherchons une base (eg, es, e3, e4) telle que :

fle1) = ea, fe2) = —e1, f(e3) = eq et f(es) = —es.

La connaissance de e; et es suffit pour former e; et e4 avec les quatre relations
voulues.

Synthese :

Prenons e; # 0, ex = f(ey1), es ¢ Vect(eq,e2) et eg = f(e3).

Supposons Aje; + Ages + Agez + Ageq = 0 ie. A\eq + )\gf(el) + Aze3 + /\4f(63) =0
(1).

En appliquant ’endomorphisme f : A1 f(e1) — Aaer + Asf(es) — Ages =0 (2).
A3(1) — A4(2) donne (AsA1 + A2Ag)er + (Asha — Aghq) f(er) + ()\g + )\421)63 =0.
Puisque ez ¢ Vect(e,ez), on a A2 + A7 = 0 d’ott A3 = \y = 0.

(1) et (2) donne alors A\je; + A2 f(e1) =0 et Ay f(e1) — Ageq = 0.

Comme ci-dessus on parvient & A\? + A2 = 0 d’ott A\; = Ay = 0.

Finalement (eq, ez, e3,¢e4) est une base convenable. On peut conclure que M est
semblable & la matrice proposée.

Exercice 45 : [énoncé]

Par récurrence sur n € N*.

Pour n =1 : ok

Supposons la propriété établie au rang n > 1.

Soient A € M,,+1(K) de trace nulle et f € £(K"*!) I'endomorphisme
canoniquement associé.

Si f est une homothétie vectorielle alors f = 0 car trf = 0. On conclut.

Sinon, il existe un vecteur z tel que f(x) ne soit pas colinéaire & z. En
représentant f dans une base dont x et f(x) sont les deux premiers vecteurs, on
obtient que A est semblable & la matrice

0| %

* | A
avec A’ € M,,(K) de trace nulle.
Par hypothése de récurrence, il existe P inversible tel que P~tA’P soit de
diagonale nulle et en considérant la matrice inversible

110
@ (517)
on obtient que la matrice précédente est semblable a

0 *
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Récurrence établie.

Exercice 46 : [énoncé]
a) Soit f ’endomorphisme de K" canoniquement associé & A. On a

rgf =rgA=1
et donc par la formule du rang
dimker f =n—1

Si B est une base adaptée a ker f, la matrice de f dans cette base a ses n — 1
premieres colonnes nulles.

b) On peut écrire A = PBP~! avec P matrice inversible et B une matrice de la

forme
0 0 =
Cox
0 0 A
On a alors
A=trB =trA

Puisque B2 = AB, on a
P 1A?P = tr(A).P7'AP

puis
A? =tr(A).A
Puisque det(l,, + B) =1+ A, on a
det(P~1)det(I,, + A)det P =1+ trA

puis
det(l, + A) =1+ trd

Exercice 47 : [énoncé]

Posons D = diag(1,2,...,n). L’étude, coefficient par coefficient, de la relation
MD = DM donne que les matrices commutant avec D sont les matrices
diagonales. Parmi les matrices diagonales, celles qui sont semblables a D sont
celles qui ont les mémes coeflicients diagonaux

Exercice 48 : [énoncé]

Il existe P € GL,(C) vérifiant PA = BP. En posant Q = Re(P) et R = Im(P) on
obtient QA +iRA = BQ + iBR donc QA = BQ et RA= BR car A,B,Q, R
réelles. Cependant on ne sait pas si @ ou R sont inversibles. Or pour tout A € R,
(@ +AR)A = B(Q + AR) et A +— det(Q + AR) est une fonction polynomiale non
nulle car det(Q + iR) # 0 donc il existe A € R tel que @ + AR est inversible et on
peut conclure.

Exercice 49 : [énoncé]

Commengons par déterminer f(I,) et f
Ona f(I,) = f(IrQL) = f(-[n)2 donc f(I) = .
Si f(I,) = 0 alors pour tout A € M,,(C), f(A) = f(AxI,)= f(A) x f(I,) =0et
donc f est constante ce qui est exclu. Ainsi f(I,,) = 1.

Aussi £(On) = F(O2) = F(On) X f(On) done f(O,) =0 ou 1.

Si f(O,,) =1 alors pour tout A € M,,(C),

f(A) = f(O,) x f(A) = f(O, x A) = f(O,) =1 et donc f est constante ce qui
est exclu. Ainsi f(O,,) = 0.

Si A est inversible alors f(I,,) = f(A x A™1) donne f(A) x f(A~!) =1 et donc
f(A) #0.

La réciproque est plus délicate.

Supposons A non inversible et posons r = rgA.

La matrice A est équivalente a la matrice

Jr — ( Ir Onnf'r )
On—r,r On—r
ce qui permet d’écrire A = QJ,.P avec P, (Q inversibles. On a alors
f(A) = f(Q)f(J-)f(P) et il suffit de montrer f(J,.) = 0 pour conclure.
Par permutation des vecteurs de bases, la matrice J,. est semblable a toute
matrice diagonale ot figure r coefficients 1 et n — r coefficients 0. En positionnant,

pertinemment les coeflicients 0, on peut former des matrices Ay, ..., A, toutes
semblables & J, vérifiant

On).

—_—— —~

Ar... A, =0,
On a alors
f(A1) ... f(4p) =0

Or il est facile d’établir que si deux matrices sont semblables, la fonction f prend
les mémes valeurs sur celles-ci. Par suite f(J,) = f(41) = ... = f(Ap) et ainsi
f(Jr)P =0 puis enfin f(J,) =0.
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Exercice 50 : [énoncé]

On vérifie aisément que C est un sous-espace vectoriel de M3(R) car c’est le noyau
de ’endomorphisme M — AM — M A.

Puisque A% = O3, on a ImA C ker A.

Puisque A # Os, la formule du rang et I'inclusion précédente montre

rgA=1et dimker A =2

Soient X7 € ImA non nul, Xs tel que (X1, X5) soit base de ker A et X3 un
antécédent de X7. En considérant la matrice de passage P formée des colonnes
Xl; X27X3, on a

0 0 1
P'AP=0 0 0 | =B
00 0

En raisonnant par coefficients inconnus, on obtient que les matrices N vérifiant
BN = NB sont de la forme

a b ¢
N=1| 0 b ¢
0 O

Par suite les matrice M vérifiant AM = M B sont celle de la forme

a b ¢
M=pP| 0 ¥V ¢ |P!
0 0

L’espace C est donc de dimension 5 et ’on en forme une base a ’aide des matrices

M, =P

Exercice 51 : [énoncé]
De telles matrices n’existent pas car

tr(AB) = tr(BA)

et donc
tr(AB — BA) =0 # tr(1,)

010
000 |pP
000

Exercice 52 : [énoncé]
On a
trA = tr(AB — BA) = tr(AB) — tr(BA) =0

car tr(AB) = tr(BA).
Voyons que plus généralement tr(A?P) = 0.

On a
A%* = A(AB — BA) = A’B — ABA
et
ABA = (BA+ A)A
donc
A% = A2B — BA% — A?
Ainsi

A’B — BA? = 24?2

Par récurrence, on montre
APB — BA? = pAP

et on en déduit
trAP? =0

Exercice 53 : [énoncé]

I) Soit (ey,...,e,) une base de E avec ey,...,e,—1 € ker f et e, € Imf. On a
f(en) € Imf = Vect(e,) donc il existe A € K tel que f(e,) = Ae, et donc

f?(en) = Mf(en). Cette relation vaut aussi pour les vecteurs ey, ..., e, 1 et donc
par coincidence de deux applications linéaires sur les vecteurs d’une base on peut
affirmer que f2 = A\f. De plus, la matrice de f dans la base (ey,...,e,) donne

A =trf. Ainsi, pour f de rang 1, f est un projecteur si, et seulement si, trf = 1.

Exercice 54 : [énoncé]
Calculons les coefficients diagonaux de la représentation matricielle de ¢ dans la
base canonique formée des matrices élémentaires F; ;.
On a ¢(E; ;) = E; ;A.
n n n
Or A= Z Z ak,gE]ﬁg donc QD(EZ'J') = Z CL]JEZ‘?@ car EivjE]“g = 5j,kEi7g.
k=14=1 =1
La composant de ¢(E; ;) selon E; ; vaut a; ;.

n n
Par suite la trace de ¢ vaut > 3" a;; = ntrA.
i=1j=1
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Exercice 55 : [énoncé]
Supposons que M soit semblable & une matrice M’ via une matrice inversible P
i.e.

M =P 'MP
Si on peut écrire M’ = A’B’ — B'A’ alors M = AB — BA avec A= PA'P~! et
B=PBP %
On peut ainsi transformer la matrice M en une matrice semblable sans changer la
problématique.
Etablissons maintenant le résultat demandé en raisonnant par récurrence sur la
taille de la matrice M.
Si M est taille 1 : ok
Supposons la propriété établie au rang n € N*.
Soit M une matrice carrée d’ordre n + 1 de trace nulle.
Montrons que M est semblable a une matrice de la forme

()

Si M est matrice d’'une homothétie alors trM = 0 permet de conclure M = O,,.
Sinon, il existe des vecteurs qui ne sont pas vecteurs propres de ’endomorphisme
associé a M.

Soit z, un tel vecteur. En introduisant une base dont z et f(z) sont les deux
premiers vecteurs, on obtient que la matrice M est semblable a celle voulue.
Compte tenu de la remarque préliminaire, on suppose désormais que la matrice M

est de la forme
0| L
C| M
avec trM' = 0.
Par I’hypothese de récurrence on peut écrire

M' =A'B'— B'A

Soit A € K qui n’est par valeur propre de la matrice B’'.

En posant
A 1 ‘ L(B'— M)t
“\ (M -B)IC ‘ A
et \
0

5= (5tw)
on obtient

M = AB — BA

Récurrence établie.

Exercice 56 : [énoncé]
Posons a;; = ¢(Ei ;). o(M) =3

1<i,j<n

ajim; ; = tr(AM) avec A = (a; ;).

Exercice 57 : [énoncé]
Sii 7&_] alors Ei,iE'L',j = Ei,j et Ei,jEi,i =0 donc T(EZJ) =0.
De phlS Ei,jEj,i = Ly et Ej,iEi,j = Ej,j donc T(Ez,z) = T(Ej,j) = Q.

Soit A = (a; ;) € M,(K). T(A) =T ( > ai,jEz‘,j> = > a;jT(E;;) = atr(A)
ij=1 i1
donc T = a.tr.

Exercice 58 : [énoncé]

Puisque tr(AB) = tr(BA), on a tr [4, B] = 0. ker(tr) est donc un sous-espace
vectoriel contenant {[A, B] /A, B € E} donc Vect {[A, B] /A, B € E} C ker(tr).
De plus, tr étant une forme linéaire non nulle, ker(tr) est un hyperplan. Montrons
qu'il en en est de méme de Vect {[A, B] /A, B € E}.

Pour i # j, E@‘ = [Ei,ia Ei,j] et pour ) # n, Ezﬂ — En,n = [Ei,vwEn,i]-

Par suite Vect {[A, B] /A, B € E} contient la famille libre & n? — 1 éléments
formée par les F; j, i # j et les E; ; — By n, 1 7# n. 1l en découle que

Vect {[A, B] /A, B € E} est de dimension supérieure ou égale a n? — 1.

Par inclusion et un argument de dimension, on peut conclure

ker(tr) = Vect {[A, B] /A, B € E}.

Exercice 59 : [énoncé]

Notons que Vect {AB — BA/A, B € M, (R)} est inclus dans I'hyperplan des
matrices de trace nulle.

Par suite dim Vect {AB — BA/A,B € M,(R)} < n* —1.

Pour A = E@j et B= EjJ (avec ) # j) : AB— BA = Ei,j-

Pour A = Ei,n et B = Enﬂ' : AB — BA = Ei,i — En,n = Fl

La famille formée des F; ; et des F; est libre et constituée de n2? — 1 éléments.
Par suite dim Vect {AB — BA/A,B € M,(R)} > n? — 1.

Finalement dim Vect {AB — BA/A, B € M,(R)} =n? — 1.

Exercice 60 : [énoncé]
Soit X solution. La matrice X + X est symétrique.
Cas A n’est pas symétrique :
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Nécessairement tr(X) = 0 et Péquation étudiée devient X +*X = 0 dont les
solutions sont les matrices antisymétriques. Inversement, ces derniéres sont
solutions de I’équation initiale.

Cas A est symétrique.

En passant a la trace I’équation étudiée, on obtient 2tr(X) = tr(X)tr(A).

Si tr(A) # 2 alors on obtient a nouveau tr(X) = 0 et on conclut que X est
antisymétrique.

Sitr(A) =2 alors Y = X — 2tr(X)A vérifie Y +'Y = X +'X — tr(X)A = 0 donc
Y est antisymétrique puis la matrice X est de la forme AA + Y avec Y
antisymétrique. Inversement, une telle matrice est solution.

Pour résumer :

Si A ¢ S,(R) outr(A) # 2 alors S = A, (R).

Si A€ S,(R) et tr(A) =2 alors S = Vect(4) @ A, (R).

Exercice 61 : [énoncé]
a) Soit p un projecteur de F espace de dimension n. En posant F' = Imp et
G = ker p, la matrice de p dans une base adaptée a la décomposition £ = F & G

est de la forme
(ol G07)
Or—pp Orp

rgp =r = trp

On y lit
b) Posons
141
B=-Y A*
7=
Puisque A9 = I,,, on a AB = B et plus généralement A*B = B pour tout k € N.
On en déduit
142 142
B*=-) A*B=-) B=B
1= 1=

et donc B est la matrice d’un projecteur. Par suite

q—1

1
rgB=1trB=- Ztr(Ak)
k=0

Pour X € ker(A —I,), on a AX = X donc BX = X et ainsi ker(A — I,,) C ImB.
Inversement, si Y € ImB, il existe X € M,, 1(K) tel que ¥ = AX et alors

(A-1,)Y =ABX -BX=BX-BX =0

donc ImB C ker(A — I,,) puis ImB = ker(A — I,,). On peut alors conclure

q—1
dimker(A —I,,) =rgB = ! Z tr(AF)
k=0

Exercice 62 : [énoncé]

Soit p=21 3 g. Onapop=-=2 > Y hog==5> > k=13 k=pdonc
g€G heG g€G heG keG keG

p est un projecteur et la dimension de Imp = ker(p — Id) est trp = 1 3~ ¢. Pour
geG

tout g € G, on a g o p = p donc si x est invariant par p il est aussi par g. Ainsi
ker(p —Id) € () ker(g — Id). L’inclusion inverse étant immédiate, on conclut
geG

Il est clair que () ker(g — Id) = ker(p — Id) puis I’égalité
geG

dim ( N ker(g — IdE)) =13 trg.

9geG geG

Exercice 63 : [énoncé]

a) L’application considérée est au départ d’un ensemble infini et & valeurs dans un
ensemble fini, elle ne peut donc étre injective et il existe k < £ € N, M* = M* ce
qui fournit MP = [, avec p = ¢ — k car M est inversible. On en déduit que I,, € H
et que M~! = MP~! € H. Cela suffit pour conclure que H est un sous-groupe de
GL,(K).

b) Si M € H alors N — MN et N — NM sont des permutations de H. On en
déduit que M P = PM = P car pour chaque terme les sommes portent sur les
mémes éléments.

PQZ% > MP:% > P=P.

MeH MEH
¢) Puisque P2 = P, ImP = ker(P — I,,) et ker P sont supplémentaires dans
M, 1 (K).

Si X € ker P alors PX =0 et pour tout M € H, PMX = PX =0 donc
MX € ker P. Ainsi ker P est stable par H.
Si X € () ker(M — I,) alors pour tout M € H, MX = X donc PX = X puis
MeH
X € ker(P—1,).
Inversement, si X € ker(P — I,) alors PX = X et pour tout M € H,
X=PX=MPX=MX etdonc X € (| ker(M — I,). Ainsi
MecH

(N ker(M — I,) = ker(P — I,) et ker P est solution du probléme posé.

MeH



[http://mp.cpgedupuydelome.fr] dD édité le 7 janvier 2011

Corrections

26

d) P est une projection donc trP =rgP € N et donc > trM = gtrP € ¢gN.
MEH
Si >, trM =0 alors P = 0. Par suite [\ ker(M —I,) = {0} et il n’y a donc
MeH MeH
pas de vecteur non nul invariant pour tous les éléments de H et inversement.

Exercice 64 : [énoncé]
a) Posons p= > g.p> = > 3 gh. Or pour g € G, I'application h + gh est une

geG ge€G heG
permutation du groupe G donc Y. gh = p et par suite p? = CardG.p.
heG

Par suite mp est une projection vectorielle et puisque son rang égale sa trace,

rgp = 0. Ainsi p = 0.

b) Considérons p(z,y) = Y. (g(x) | g(y)). ¢ est un produit scalaire sur R™ pour
geG

lequel on a Yh € G, h* = h~!. Pour ce produit scalaire, V1 est un supplémentaire

de V stable pour tout h~! avec h élément de G donc stable pour tout élément de

G.

Exercice 65 : [énoncé]

a) f(Eii) = f(EijEjq) = [(EjiEij) = f(Ej;) et sii# j,

f(Eij) = [(Ei;Ej;) = [(Ej;Eij) = f(0)=0.

Ainsi f(A) = f(3_ ai;E;i ;) = MrA en notant A la valeur commune des f(E; ;).
b) Posons f =trog. f est une forme linéaire vérifiant f(AB) = f(BA) donc
f=xtr. Or f(I) =trg(I) = trl donc A = 1. Ainsi f = tr et VM € M, (R),
tr(g(M)) = tr(M).

Exercice 66 : [énoncé]
La somme des colonnes de B est nulle donc det B = 0.

Exercice 67 : [énoncé]

On a
det(A + iB) det(A — iB) = det(A% + B?)

car A et B commutent.
Or det(A — iB) = det(A +iB) donc det(A% + B?) = 2z > 0.

Exercice 68 : [énoncé]
Notons E; ; les matrices élémentaires de M,,(C).

On observe w4 (FE; ;) = Y ak:Ex,;
k=1

Par suite dans la base (E11,...,En1,E12,-.-,En2,.. ., E1n,..., Eny), la
matrice de ’endomorphisme ¢4 est diagonale pas blocs avec n blocs diagonaux
tous égaux & A. On en déduit troa = ntrd et det o4 = (det A)™.

Exercice 69 : [énoncé]

a) AA=! = 1I,, donne (det A)(det A™') = 1 or det A,det A=! € Z donc det A = £1.
b) Posons P(z) = det(A + xB). P est une fonction polynomiale de degré inférieur
an.

Pour tout x € {0,1,...,2n}, on a P(x) = +1 donc P(x)?> — 1 =0.

Le polynéme P? — 1 posséde au moins 2n + 1 racines et est de degré inférieur a n,
c’est donc le polynéme nul.

On en déduit que pour tout x € R, P(x) = £1.

Pour x = 0, on obtient det A = +1.

Pour x — +oo, det (iA + B) = % — 0 donne det B = 0.

Exercice 70 : [énoncé]
On note B la base canonique de 'espace des colonnes, det A = detg(A41, ..., A,)

et det B = detp(B,. .., B,) = detg ( Bi,Bg,...,B,L) avec
=1
i=1

Par suite det B = (n — 1) detp (Z Ai,Ba— > A;,...,Bp— > A,»)
i=1 i=1

i=1

(2

NgE

A;.

i=1

Ce qui donne

det B = (n — 1) detB (Xn: Ai; —AQ, ceey _An) = (—1)"_1(n — 1) det(Al, . 7An)
i=1

Finalement det B = (—1)""(n — 1) det A.

Exercice 71 : [énoncé]

a) G C GL4(R), G est non vide, stable par passage & 'inverse et par produit car
V Dest. Ainsi G est un sous-groupe de GL4(R) donc un groupe.

b) Si M € G alors det M,det M~ € Z et det M x det M~ = det I, = 1 donc
det M = +1.

Inversement si det M = £1 alors M~ = tcomM € V donc M € G.
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c)
det M = ((a+¢)®> — (b+d)*)((a —c)* + (b—d)?)

donc
(a+¢)° —(b+d)? ==+1

det M =+1 & ) 0
(a—c)"+(b—d) ==+1

La résolution de ce systéme a coefficients entiers donne a ’ordre pres :
a,b,c,d==+1,0,0,0.

Posons J la matrice obtenue pour a = ¢ =d = 0 et b = 1. On vérifie J* = I,.
L’application ¢ : Uy x Z/4Z — G définie par p(e,n) = eJ™ est bien définie, c’est
un morphisme de groupe, injectif et surjectif. Ainsi G est isomorphe & Uy X Z/47Z
ou plus élégamment & Z/2Z x Z/4Z.

Exercice 72 : [énoncé]
Il existe u,v € Z tels que udet A +vdet B=1. U = u' (comA) et V = v* (comB)
conviennent alors.

Exercice 73 : [énoncé]

Notons que pour n = 1 : la relation det(A + X) = det A + det X est vraie pour
tout A et tout X.

On suppose dans la suite n > 2.

Pour X = A, la relation det(A + X) = det A + det X donne 2" det A = 2det A et
donc det A = 0.

La matrice A n’est donc par inversible et en posant r» < n égal a son rang, on peut
écrire A = QJ,. P avec P, (Q inversibles et

= ( ©) on )

r_( Or (0)
T = ( oo
Puisque A+ X = QI,P = QP, la matrice A + X est inversible et donc

det X =det(A+ X) #0.
On en déduit que la matrice J. est I'identité et donc r = 0 puis A = O,,.

Posons alors X = QJ/ P avec

Exercice 74 : [énoncé]
La matrice H est équivalente a la matrice J; dont tous les coefficients sont nuls
sauf celui en position (1,1). Notons P, @ € GL,(R) telles que

H=QJP
et introduisons B € M,,(R) déterminée par
A=QBP

La relation
det(A + H)det(A — H) < det A?

équivaut alors a la relation
det(B + J;) det(B — J;) < det B2

Notons C4, ..., C), les colonnes de B et B = (F1,..
I'espace M, 1(K). On a

., E,) la base canonique de

det(B+J1) = dgt(Cl + FEq1,Co,.. ,Cn) et det(B—J1) = dg,t(Cl —F,Cs, ... ,On)

Par multilinéarité du déterminant
det(B+J;) = det B+dgt(E1, Cy,...,Cy) et det(B—Jy) = det B—dgt(El, Cy,...,Ch)
d’ou l'on tire

det(B + J;) det(B — J;) = det B® — dgt(El, Ca,...,Cp)? < det B

Exercice 75 : [énoncé]
L’application ¢ : E™ — K définie par

o(T1,. .., Tn) = z:ldgt(xh...,f(xj),...,xn)
jrn

est une forme n-linéaire alternée, donc il existe A € K tel que ¢ = A. detp.
On a ¢(ey,...,e,) = A et par suite

A= Zldgt(ely...7f(ej),...,6n) = Zlajd :trf
J= iz

avec A = (a;;) = Matgf.
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Exercice 76 : [énoncé]
En retranchant la premiere ligne aux autres lignes, le déterminant de la matrice
A + zJ apparait comme le déterminant d’une matrice ou figure des = seulement
sur la premiere ligne. En développant selon cette ligne, on obtient que
det(A + zJ) est une fonction affine de la variable x.
De plus
det(A —xJ) = det(—*A — ) = (—1)*" det(*A + 2.J)
et puisque la matrice J est symétrique

det(A — 2J) = det(*A + 2" J) = det(A + zJ)

La fonction affine x — det(A — aJ) est donc une fonction paire et par conséquent

c’est une fonction constante. On a alors

Vo € R,det(A+zJ) =det(A+0.J) = det A

Exercice 77 : [énoncé]
Raisonnons par récurrence sur n € N*.
La propriété est immédiate pour n = 1.
Supposons la propriété vérifiée pour n > 1.
Soit A = (a; ;) € My41(R) vérifiant les propriétés énoncées. En développant le
déterminant de A selon la premiére ligne, on obtient

n+1

det A = Z (71)1+ja17jA17j

avec Ay ; mineur d’indice (1, j) de la matrice A.

Puisque la matrice définissant le mineur A ; est a coefficients positifs et que la
somme des coefficients de chaque ligne est inférieure & 1, on peut lui appliquer
I'’hypothese de récurrence et affirmer |Aq ;| < 1.

On en déduit
n+1

|d€t A‘ < Zalyj < 1
j=1

Récurrence établie.

Exercice 78 : [énoncé]
En retirant la premiere colonne aux autres puis en développant selon cette
premiere colonne, on obtient que

a +x (x)
. —az+ B
(x) ap +

avec «, 3 réels qu’il ne reste plus qu’a calculer. . .

-+ ar .‘.an,ldn

a1+ (z)
o= =a1ag...0a, +
(2) an+z |, _,
et
a1 +x (x)
B= =ai...an
(z) an+x | _,

Exercice 79 : [énoncé]

On réalise les opérations élémentaires C), «— C,, — x1Cp_1,

Cpno1+— Cph1 —21Ch—9,..., Co «— Cy — 2:C

1 0 0

1 To — T IQ(I27$1)

1 @y —21 Tp(T, — 1)

On développe selon la premiere ligne et on factorise par ligne :

n
Vn(.Tl,..., H 71‘1 n— l(an"wmn)

[ V)

j=

On réitere
n
Vn(xlv"w H j— X1 H —l'g

avec Vi(z,) = 1.
Ainsi

Exercice 80 : [énoncé]
Considérons le polynéme

P(X) = (X —a1)(X —az)...

(X —ay)

— Tp—1 ‘/l(xn)



[http://mp.cpgedupuydelome.fr] dD édité le 7 janvier 2011

Corrections 29

Celui-ci se développe sous la forme

PX)=X"4+u X" 14+ Fa,

avec a, ..., a, € K et en particulier a; = —(ag + -+ + an).
n—2

En procédant a lopération C,, «— Cp, + > apCly1, les coefficients de la derniére
k=0

colonne de la matrice sont transformés en

n—2
n k __ n—1 __ n—1 _
al + E aga; = P(a;) —aia]”" = —oqa] ™" car P(a;) =0
k=0
Ainsi
2 -2 -1
1 a a? ay ay 1 a a2 ay ay
2 n-2  .n 2 n—2 n-1
1 ax a3 Qg ay 1 ay a3 ag Qs
. . . = —a1| . .
1 a, a2 a2 a? 1 a, a2 an=2? !

Sachant calculer un déterminant de Vandermonde, on obtient

Dn = Zai H (aj — ai)

i=1  1<i<j<n

Exercice 81 : [énoncé]
Considérons le polyndéme

PX)=X-a)(X —az)...(X —an)
Celui-ci se développe sous la forme
PX)=X"4+u X" '+ 4a,

avec o, . .., a, € K et en particulier ap = (—=1)""%0,,_4, ot les 01,...,0,
désignent les expressions symétriques élémentaires en ay, ..., a,.

n—1
En procédant a opération C,, — C,, + > «@;Cj11, les coefficients de la

j=0,j#k
derniére colonne de la matrice sont transformés en

n—1
al + E ajal = P(a;) — apaf = —agal car P(a;) =0
=07k

Ainsi

k-1 k+1 n—1 _k

1 a all€ . al1C X ay X ay

— — n— k

D — (_1ynHik as Qs as as as

k — (_ ) On—k
k-1 k41 n—1 _k
1 a, - a; a, cee Ay a,

En permutant de facon circulaire les n — k dernieres colonnes, on obtient

1 ay - a¥t b dAY o gt

1 ay - a™' ab bt ..o a3t
Dy =opn_k

1 a, - af=t af ot ... gn-t

Sachant calculer un déterminant de Vandermonde, on obtient

Dy = on—g, H (aj —a;)

1<i<j<n

Exercice 82 : [énoncé]

En développant selon la premiére ligne, on peut affirmer que A est un polynéme

de degré inférieur a n — 1.

Pour k € {1,...,n},

AMg) = (DR TT Ok = X)) Vici My ooy Ak e
i£k

ou V,(ay,...,a,) désigne le Vandermonde de (ay,...,a,).

Le polynéme A coincide en n point avec le polynéme constant égal a

(=) 1V, (A1, ..., An), ils sont donc égaux.

An) = (D" (A, )

Exercice 83 : [énoncé]

_1 . 1 1
a1+by a1+bn—1 a1+bn
Dn_det((h-l—b) .. - 1 1 1
I/ 1, j<n an—i“!‘bl anfl'{‘bnfl an—i"rbn
ayn+by T an+bn_1 an+bn
Via Cy «— C; — C,,...,Cp_1 « C,_1 — C, puis factorisation :
1 . 1
ay1+b1 ai+bp_1
D — (bl—bn)...(bn_l—bn)
n =
a1 +by)...(a, +b D
( ! n) ( " n) anfi"l‘bl anfl'l'l'bnfl
an—+by e an+bn_1
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Vial,«~—Ly—Ly,...,L, 1 < L, 1 — L, puis factorisation :

1

a1+by
D — (b1 — bn) . (bn,1 — bn)(al — an) N (an,1 — an)
" (ar+by) e (an + b)) (an +b1) .. (an +ba1) —1
1

Par conséquent

1<i<j<n
D =
" [T (ai+b))
1<i,j<n
Puisque
II G-d=12.. (n-1)
1<i<jgsn
et

H (i+) = (m+D!'(n+2)!  (2n)!

1! 2! n!
1<i,5j<n

on obtient dans le cas particulier

120 (n—1)1)3n!
" (n+D(n+2)!...(2n)!

Exercice 84 : [énoncé]

On a H™' = 1-'comH avec comH = (H, ;).

Par opérations élémentaires,

[T (a;—ai)(bj —bi)

det( 1 ) _I<i<j<n
a; +bj 1<4,j<n [T (a;i+0y)
1<i,j<n
En simplifiant les facteurs communs, on obtient
Hpp (=D)**(n+ k-1 (n+£—1)!

det H  (k+0—1)(k— 12— 1)2(n — k)l(n— 0)!

puis

Hy

+ k-1 n+f—1 k+0-—2
s —(—1 k+fk /—1 n
dorg MR )<k+€—1 k-1 k-1

a1+bn—1

1

p—1+bn—1

1

Exercice 85 : [énoncé]
a) Par I'absurde, supposons que P,, posséde une racine multiple z. Celle-ci vérifie

Po(2) = Pp(2) =0
n en tire
2" —z+1=0(1) et nz""'=1(2)

(1) et (2) donnent
(n—1z=mn(3)

(2) impose |z| < 1 alors que (3) impose |z| > 1. C’est absurde.
b) Posons x(X) le polynéme caractéristique de la matrice étudiée. On vérifie

1+21—2 1 (1)
x(z) = 1
(1) 1 142, —2

En retranchant la iéme colonne a toutes les autres et en développant par rapport
a la 7éme ligne, on obtient

n
x(z)= [ (z—=)=ED""P(z)
J=1,j#i
Cependant les polynémes x et P’ ne sont pas de méme degré. .. En revanche, les
polynémes y et (—1)"*(P — P’) ont méme degré n, méme coefficient dominant
(=1)™ et prennent les mémes valeurs en les n points distincts z1,...,2,. On en
déduit qu’ils sont égaux. En particulier le déterminant cherché est

x(0) = (=1)" (P(0) = P'(0)) = 2(=1)"

Exercice 86 : [énoncé]
Notons Dy, (a1, .., an,b1,...by,) le déterminant recherché.
En décomposant la premiére colonne en somme de deux colonnes

ay + by ay b1

by 0 b1

b1 0 bl
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on obtient que D, (a1,...,an,b1,...b,) est la somme des deux déterminants
suivants
aq ba e by bn
0 ag+bs
by :aan_l(ag,...,a”,bQ,...,bn)
: : - . by,
0 b2 T bn—l an + bn
et
by by v byt by,
by az+by :
. by
: : - . by,
bl b2 T bnfl an + bn

Pour calculer ce dernier, on retire la premiere ligne a chacune des autres lignes et

on obtient
n
b1 H Q.
k=2

Ainsi
n
Dn(al, ceeyQp, by, .. bn) = aan_l(ag, ceyUp,bo, ... ,bn) + by H ag
k=2
Sachant
Di(a1,01) = a1 + b
on conclut

n

Dn(al,...7an7b17...,bn):Hai—FZ bi H 473
i=1

i=1 k=1,k#i

Exercice 87 : [énoncé]
En développant par rapport a la premiere colonne, puis par rapport a la premiere
ligne dans le second déterminant on obtient pour n > 2

D,, = 2aD,_1 —a’D,_»

(Dy,) est une suite récurrente linéaire d’ordre 2 d’équation caractéristique
r? — 2ar + a? = 0 de racines double a.
On a alors D,, = (An + p)a™ avec A\, u € K.
Dy =1 et Dy = 2a donnent
D, =(n+1)a"

Exercice 88 : [énoncé]
En développant par rapport a la premiére colonne, puis par rapport a la premiere
ligne dans le second déterminant on obtient pour n > 2

Dn = (a + b)Dn,1 — abDn,Q

(Dy,) est une suite récurrente linéaire d’ordre 2 d’équation caractéristique
r? — (a + b)r + ab = 0 de racines distinctes a et b.
On a D, = Aa™ + ub™ avec \,u € C. Dy =1 et Dy = a + b donnent

an-i—l _ bn+1

D, =
a—2b

Exercice 89 : [énoncé]
En développant par rapport a la premiere colonne, puis par rapport a la premiere
ligne dans le second déterminant on obtient pour n > 2

Dy = (1+2)Dyp_y — 2° Dy
(D,,) est une suite récurrente linéaire d’ordre 2 d’équation caractéristique
2 — (14 2*)r — 2% = 0 de racines 1 et 22,

Si 2% # 1 alors D,, = A + puz®” avec A\, ju € C
D; =1et Dy =1+ 22 donnent

1— 2n+2
p, = L=z
1— a2
Si 22 =1 alors D,, = A\n + p.
Di =1 et Dy =2 donnent
D,=n+1

Exercice 90 : [énoncé]
En développant par rapport a la premiére colonne, puis par rapport a la premiére
ligne dans le second déterminant on obtient pour n > 2

D, =2cosbD,_1 — D, _o
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(D) est une suite récurrente linéaire d’ordre 2 d’équation caractéristique
r2 —2cosfr + 1 = 0 de racines e et e=%.

Sif#0 [r]alors D, = Acosnd + psinnd. Dy =1 et D1 = 2cosf donnent
A=1
Acosf + psinf = 2cosf
puis
A=1
w=1/tané
Ainsi
D, - sin(r.z +1)0
sin §
Sif=0 |[27]alors D, = An+ u. Dy =1 et D; =2 donnent
D,=n+1
Sif=mn [27] alors D, = (An+ u)(—1)". Dy =1 et D; = 2 donnent

D,=(-1)"(n+1)

Exercice 91 : [énoncé]

En développant selon la premiére colonne, puis la premiere ligne et en
recommengant : D, = (—n) x 1 x (2 —n) x 3 etc. ..

Si n est pair le développement s’arréte sur le calcul de

n—1 0
1 0

-

Si n est impair le développement s’arréte par I’étape

g n82 ngl 8 n-200 0 n

=-3 2 0 n|=-3n-2) = 3n(n —2)
0 2 0 n 0 1 0 1
0 0 1 0

En écrivant n = 2p + 1, on parvient a

D, = (=P (1 x3x---x2p+1)?

Exercice 92 : [énoncé]

On a
A B D 0O0,\ (AD-BC B
C D -C I, B O, D

et en passant au déterminant, on obtient

det( é v )detD:det(AD—BC) det D

On peut alors conclure sachant det D # 0.

Exercice 93 : [énoncé]

On a
A B I, O, \ [ A- BD-'C B
C D -D~'Cc I, o O, D

et en passant au déterminant, on obtient

det < é g > =det(A— BD *C)det D = det(AD — BD'CD)

Exercice 94 : [énoncé]
Supposons A inversible.
Par opérations par blocs :

A CN\(TI -ACc\ [ A 0
B D)\o I “\B D-BaA"'C

Or A7 ! et C commutent donc
‘ A C

B D ‘ =det A x det(D — BCA™!) = det(DA — BO)

Supposons A non inversible.
Pour p assez grand, 4, = A+ %I est inversible et commute avec C' donc

A, C
det ( Bp D > = det(DA, — BC)

puis a la limite quand p — 400,

A C
det( B D ) = det(DA — BC)
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Exercice 95 : [énoncé]
a) En multipliant les n derniéres lignes par ¢ et les n derniéres colonnes aussi :

A B n A B
det(B A):(—l) det(iB A)

puis par opérations sur les lignes

A B . A iB
det(-B A)Z(_l) det(A—iB —A+z‘B>

et par opérations sur les colonnes

A B\ , ... (A+iB B
det(-B A>_(_1) det( 0 —A+iB>

On en déduit
det( A0 ) — (~1)"det(A + iB) det(~A + iB)

et enfin

A B , )
det( B A ) = det(A +iB)det(A —iB)

Les matrices A et B étant réelles, cette écriture est de la forme 2z = \Z|2 > 0.
b) det(A + iB) det(A — iB) = det(A? + B?) car A et B commutent donc
det(A% + B?) > 0.

1 2 1 0
C)A—(O 1>etB—<2 1)parexemple.

d) Si A est inversible, on remarque

I 0 A B\ (A B
—CA™' T ¢ D)\ 0 —CA'B+D

donc det ( g g ) = det(A) det(—CA™'B + D) = det(AD — CB) car A et C
commutent.
On étend cette égalité aux matrices non inversibles par densité :

A B
C D
coincident sur I’ensemble des matrices inversibles commutant avec C. Or cet
ensemble est dense dans ’ensemble des matrices commutant avec C' : si A
commute avec C' alors pour tout A > 0 assez petit A + A, est inversible et
commute avec C). Par coincidence d’applications continues sur une partie dense,
les deux applications sont égales.

Les applications A — det ( et A — det(AD — CB) sont continues et

Exercice 96 : [énoncé]

|4 B|_|A+B B|_|4+B B
YIB A|T|A+B A|T| 0 A-BY
A -B| |A—-iB -B| | A-iB -B _ 512
b)‘B A ’_‘B+iA A ‘—' 0 A+iB‘_|A+ZB|>O
Exercice 97 : [énoncé]
a) Par les opérations L, 11 < Lyp41+ L1,..., Loy = Loy + Ly,
RS B
detA_’BJrIn InJrB’

Par les opérations C; «— Cy — Cp41,...,Cp — Cp, — Cop,

dora=| g B

On I, +B ’ = det(I,, — B)det(I, + B)

Ainsi A est inversible si, et seulement si, I,, — B et I,, + B le sont (i.e.
1,—1 ¢ SpB).
b) On peut présumer que l'inverse de A est alors de la forme

M N

N M
I, B M N\ (M+BN N+BM
B I, N M ) "\ BM+N BN+M

M+BN=I, _ M= (I,-B?)""
BM+N=0," | N=_B(I,- B

Puisque

et puisque

on obtient
aor (o

~B(I,, — B! )
B(I, — B?)™!

(In - BQ)_l

Exercice 98 : [énoncé]
On introduit

tA/ OP n—p
N - < tB/ In—p )

A'A"+ B'B" B
C'A'+D'B’" D

On a
MN—(
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Or
AtA'+ B'B'  A'C' + B'D’

t —
M (COmM) - < CtA/+DtB/ thl—‘rDtDl

) = (det M)"I,

donc

MN = ( det(M)I, B )

On—pp D
En passant cette relation au déterminant, on obtient

det M x det' A" = det(M)? det D

puis facilement la relation proposée sachant det M # 0.

Exercice 99 : [énoncé]
a) Cas D inversible
Sachant C*D = D'C, on a

A B ‘D 0,\ [ A'D-B'C B
C D -tc I, ) O, D
et en passant au déterminant on obtient la relation

det ( é g ) dettD = det (AtD — BtC) det D

puis la relation voulue sachant

det D =det®D #0

Cas D non inversible

Pour A € RT* assez proche de 0, la matrice D 4+ \I,, est inversible et est telle que
Ct (D + A1, est antisymétrique. Par I’étude qui précede, on obtient

A B
det ( C D+, ) = det (A"(D + \I,,) — B'C)

et en passant & la limite quand A — 0™, on obtient

A B
det( C D ) = det (AtD—BtC)

b) On procede de fagon identique en exploitant C*D = —D*C qui donne

A B ‘D 0,\ [ A'D+B'C B
C D tc I, ) O, D



